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48 数学的帰納法 

398 

 (i) 1=n のとき 
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  よって，与式が成り立つ。 

 (ii) mn = （mは自然数）のとき与式が成り立つと仮定する。 

  仮定より， ( ) ( ) ( ) ( )
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  1+= mn のとき 
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  よって， 1+= mn のときのときも与式が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，すべての自然数 nに対し与式が成り立つ。 
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a と b は 0532 =+- xx の 2 つの解だから，解と係数の関係より， 
3=+ ba ， 5=ab  

そこで，これをもとに， 
nnn 3-+ ba が 5 の倍数である ・・・① がすべての整数 nに対し成り立つことを， 

数学的帰納法により，示す。 

(i) 1=n のとき 

05
03
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   2=n のとき 
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  よって， 1=n ，2 で①が成り立つ。   
 (ii) 1, += kkn （ kは正の整数）のとき①が成り立つと仮定する。 

  仮定より， lkkk 53 =-+ ba ， mkkk 53 111 =-+ +++ ba （ ml, は整数）とおくと， 

  2+= kn のとき 
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  これと， klm 353 -- が整数であることから， 
  222 3 +++ -+ kkk ba は 5 の倍数である。 

したがって， 2+= kn のときも①が成り立つ。 

 ゆえに，(i)，(ii)より，すべての整数 nに対し①が成り立つ。 
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 ( ) nnn byaxbyax +£+ （ yxba ,,, は正の数）・・・① 

がすべての自然数 nに対し成り立つことを，数学的帰納法により，証明する。 

すべての自然数 nとする。 

 (i) 1=n のとき 

  ( ) byaxbyax +=+ 1 ， byaxbyax +=+ 11 より， ( ) 111 byaxbyax +=+  

  よって，①が成り立つ。 

 (ii) kn = （ kは自然数）のとき①，すなわち ( ) kkk byaxbyax +£+ が成り立つと仮定する。 

1+= kn のとき， 
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ここで， yxba ,,, は正の数だから， 0<-ab ， yx - と kk yx - は 0 または同符号 

より， ( )( ) 0£--- kk yxyxab  

よって， ( ) ( )( ) 11111 +++++ +£++---£+ kkkkkkk byaxbyaxyxyxabbyax  

  したがって， 1+= kn のときも①が成り立つ。 

 ゆえに，(i)，(ii)より，すべての自然数 nに対し①が成り立つ。 
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(2) 

 (1)より，数列{ }na の一般項は q12 2sin -= n
na  ( ),2,1=n であると予想される。 

 予想の数学的帰納法による証明 

 (i) 1=n のとき 

  q12 2sin -= n
na とすると， qq 2112

1 sin2sin == -a  

これは与えられた条件 q2
1 sin=a と一致する。 

よって， q12 2sin -= n
na  が成り立つ。 

 (ii) kn = （ kは自然数）のとき q12 2sin -= n
na が成り立つと仮定する。 

  仮定より， q12 2sin -= k
ka  

  これと数列{ }na の漸化式から， 
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  よって， 1+= kn のときも q12 2sin -= n
na  

 (i)，(ii)より， q12 2sin -= n
na ( ),2,1=n  が成り立つ。 
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(1) 

 (i) 6=n のとき 

  6426 = ， 43762 =+ より， 72 2 +> nn が成り立つ。 

 (ii) kn = （ kは 6 以上の整数）のとき 72 2 +> nn が成り立つと仮定する。 

  仮定より， 72 2 +> kk  
  1+= kn のとき， 

  ( )72222 21 +>×=+ kkk  

  また， ( ) ( ){ } ( ) 051627172 2222 >+-=+-=++-+ kkkkk より， ( ) ( ) 7172 22 ++>+ kk  

  よって， ( ) 712 21 ++>+ kk より， 1+= kn のときも 72 2 +> nn が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，6 以上のすべての整数 nに対し 72 2 +> nn が成り立つ。 
(2) 

2¹p かつ 2¹q のとき 

  pと qは奇数だから， qp と pq は奇数である。 

よって， 7+pq は偶数である。 

ゆえに， 7+¹ pq qp  
2=p のとき 

  (1)より， nが 6 以上の整数のとき， 72 2 +> nn であるから， 
7+= pq qp が成り立つ素数 qとして， 5,3,2=q が考えられる。 

2=q のとき， 722 22 +< より， 7+¹ pq qp  ・・・① 

  3=q のとき， 732 23 +< より， 7+¹ pq qp  

  5=q のとき， 752 25 += より， 7+= pq qp  
2=q のとき 

pが 6 以上の素数のとき，(1)より， 22 7772 ppp >++>+  7+¹\ pq qp  

よって， 7+= pq qp が成り立つ素数 pとして， 5,3,2=p が考えられる。 

2=p のとき，①より， 7+¹ pq qp  

  3=p のとき， 723 32 +< より， 7+¹ pq qp  

  5=p のとき， 725 52 +< より， 7+¹ pq qp  

 以上より， 7+= pq qp を満たす素数の組 ( )qp, は ( )5,2 である。 
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(1) 
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 19 は素数だから， k ( )181 ££ k 以下のすべての自然数と互いに素である。 

 よって，19と !k は互いに素である。 

 したがって， kC19 ( )181 ££ k が整数であることから，
( )

!
11918

k
k +-××

は整数である。 

 よって， kC19 ( )181 ££ k は 19 で割り切れる。 

(2) 

 nを自然数とすると， nn -19 を 19 で割った余りは 0 ・・・① 
 ①がすべての自然数 nに対して成り立つことを数学的帰納法により証明する。 

 (i) 1=n のとき 

  01119 =- および 0190 ×= より，①が成り立つ。 
 (ii) ln = （ lは自然数）のとき①が成り立つと仮定する。 

  仮定より， mll 1919 =- （mは整数） 
  1+= ln のとき 
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  ここで，(1)より， iC19 ( )181 ££ i は 19 で割り切れるから， 

å
=

18

1
19 C

i

i
i l は 19 で割り切れる。 

よって， ( ) ( )11 19 +-+ ll は 19 で割り切れる。 

すなわち， 1+= ln のときも①が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，すべての自然数 nに対して①が成り立つ。 
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(1) 

 与式より， ( ) rpsq +-=- 2  ・・・① 

 sq ¹ と仮定すると，
sq
rp

-
+-

=2  ・・・② 

 srqp ,,, は整数だから，右辺すなわち
sq
rp

-
+-

は有理数である。 

 ところが左辺すなわち 2 は無理数であるため，②は成り立たない。 
よって， sq =  

このとき，①の左辺＝0 より， 0=+- rp すなわち rp =  

よって，題意が成り立つ。 

(2) 

 ( ) 2223 nn
n

ba +=+ （ nは自然数）を満たす整数 na ， nb が存在する。 ・・・① 

 ①がすべての自然数 nに対して成り立つことを数学的帰納法により証明する。 

 (i) 1=n のとき 

  ( ) 2223 11
1

ba +=+  

これと ( ) 223223
1

+=+ および(1)より， 31 =a ， 21 =b  

これより， 1a ， 1b は整数 

よって，①が成り立つ。 

 (ii) kn = （ kは自然数）のとき①が成り立つと仮定する。 

  仮定より， ( ) 2223 kk
k

ba +=+ において， ka ， kb は整数である。 

  1+= kn のとき 
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  これと ( ) 2223 11
1

++
+

+=+ kk
k

ba および(1)より， kkk baa 431 +=+ ， kkk bab 321 +=+  

  ka ， kb は整数だから， 1+ka ， 1+kb は整数である。 

  よって， 1+= kn のときも①が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，すべての自然数 nに対して①が成り立つ。 
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 ( ) ( )nn bayx ,, = ならば 12 22 =- yx  ・・・① とする。 

(i) 1=n のとき 
  (2)より， ( ) ( ) ( )2,3,, 11 == bayx  

  よって，①が成り立つ。 

(ii) ln = のとき①が成り立つと仮定する。 

 仮定より， 12 22 =- yx すなわち 12 22 =- ll ba  ・・・② 

 1+= ln のとき 

1+= lax ， 1+= lby より， 2
1

2
1

22
++ +=+ ll bayx  ・・・③ 

(2)より， lll baa 431 +=+ ， lll bab 321 +=+ だから， 

これらを③に代入し，整理していくと， 
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  これと②より， 122 =+ yx  

  よって， 1+= ln のときも①が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，すべての自然数 nについて①が成り立つ。 
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推測 

 1=n のとき 
( )1121 2 aaaa = ， 11 =a より， 22 =a  

 2=n のとき 
  ( )12213221 2 aaaaaaaa +=+ ， 11 =a ， 22 =a より， ( )22222 3 +=+ a  33 =\a  

 よって， nan = であることが推測される。 

証明 
 nan = であることを数学的帰納法により証明する。 

 (i) 1=n のとき 
  11 =a より， nan = が成り立つ。 

 (ii) kn £ のとき nan = が成り立つと仮定する。 

  仮定および ( )1121113221 2 aaaaaaaaaaaaaa kkkkkkk +++=++++ -+-  より， 

  ( ) ( ){ }1121213221 1 ×++-+×=+-++×+× + kkkkakk k   

  よって， 
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  より， 11 +=+ kak  

  よって， 1+= kn のときも nan = が成り立つ。 

 (i)，(ii)より，すべての自然数 nに対して nan = が成り立つ。 
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(2) 

解法 1 

 ( ) ( ){ } ( ) ( )
2

2cos
2

2cos22coscos qqqqqq +++-
=++

nnnnnn より， 

( ) ( ){ } ( ){ }qqqq 1coscos22coscos +=++ nnn  

 両辺に 2+np を掛けると， 

 ( ) ( ){ }[ ] ( ){ }qqqq 1coscos22coscos 22 +×=++ ++ npnnp nn より， 

 ( ) ( ){ } ( ){ }qqqq 1coscos22coscos 122 +×=++× ++ nppnpnpp nnn  

 よって， ( ){ } ( ){ } ( )qqqq nppnppnp nnn cos1coscos22cos 212 ×-+×=+ ++  

 すなわち nnn apapa 2
12 cos2 -×= ++ q  

 これと
p
1cos =q より， nnn apaa 2

12 2 -= ++  

解法 2 
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 よって， nnn apaa 2
12 2 -= ++  
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 11cos1
1 =×==

p
ppa q ， 22

2 +-= pa より， 1a と 2a は整数である。 

また， 1, +kk aa が整数であると仮定すると， nnn apaa 2
12 2 -= ++ より， 2+ka も整数である。 

よって， na はすべての自然数 nに対し整数である。 

そこで， na は pで割り切れない整数である ・・・① とする。 

 (i) 2,1=n のとき 

   11 =a ， ( ) 222
2 +-×=+-= pppa ， pは 3 以上の奇数 

  よって， 2,1=n のとき①が成り立つ。 

(ii) 1, += kkn のとき②が成り立つと仮定する。 

  kkk apaa 2
12 2 -= ++  

  ここで， 1+ka を pで割ったときの商を 1+kq ，余りを 1+kr とすると， 

111 +++ += kkk rpqa ( )11 1 -££ + prk  

  これより， 
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kkk

kkk

rpaqp
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  12 +kr は偶数だから，3 以上の奇数である pで割り切れない。 

  よって， 2+= kn のときも①が成り立つ。 

 または， 
(ii) 1, += kkn のとき②が成り立つと仮定する。 

  2+ka が pで割り切れると仮定すると， pNak =+2 （ Nは整数） 

  これと， kkk apaa 2
12 2 -= ++ より， 

  
( )k

kkk

paNp
apaa

+=

+= ++

　　　

2
212

 

  pは奇数だから，2 と pは互いに素である。 

  よって， 1+ka は pの倍数，すなわち pで割り切れる。 

  これは， 1+ka が pで割り切れないとした仮定と矛盾する。 

  よって， 2+ka は pで割り切れない。すなわち， 2+= kn のときも①が成り立つ。 

(i)，(ii)より，すべての自然数 nに対し①が成り立つ。 


